
���������
	 ���
�
��������������������������! "��# $&%')(+*�,.-0/
12�436587��95:�;�=<�7����
�>�?0@BADC"EGFH?6EI@&J=?KAL@MANE�O >�?QPRASC"E9FT?UEVPBJW?6AX@BAYE>�?Z@MASC4>�?)PRASC[FH? E PRA E

\4���]36��^��_���`badc >�?;OeADC fhg ?ji a ikA`badcRl ?_ONASC fhg ?hm a ikA`badc >�?;OeANnofhg ?hi a mpA`badcRl ?_ONAenofjg ?qm a mpA`badc >�?;ON@�r�Csfhg ?hi a`badcRl ?_OY@tr�Csfjg ?jm a`badc >"P0rTONASC fjg a ikA`badc >"P0rTONAenofhg a m�A
uwv �4����7��]3+^��_��7�3

x a x=Fzy a {}| a�~p�P a {}| a i �� | ? {����.������{��e{}�W�0�6�
�����4�D�` x a xWF�? fhg a F�P!? �W��a F�?` x a xKik? fhg P!?ji a i�? fhg a�c >�P!?_ON?KC` x a xKmp? fhg P!?jm a mp? fhg a�cRl P!?_ON?�n` x a xK�k? fhg a i�P!? �W��a �k? fjg a�c >"P0rTO�P!?KC���>�?_OY@tr�C` x a x ~ ? fhg a m�P!? ���Ha�~ ? fjg a�c >"P0rTO4PZ?�n�� l ?_OY@tr�C
�



� ���;�= ���������3�¡;36�¢<£36����¤R�
�¥ p������3K�¦G§ �t¨
{}�©�e�W�
ª4�t���D�8«¬�4�D���8«­�q����{��U�e��® > a�¯ O�° ¯ C �W��¨+± > a E Oe° E C {��x ®�± x=F³² > a E P a�¯ C E @�>�° E Pb° ¯ C E�´¦G§ �t�©µ������t�W|¥� § �tµ�{}�
�Z� § �=���_�W�©���4�¶� § �©���
· § ����{��U����® > a�¯ Oe° ¯ C �=�
¨¸± > a E Oe° E C {}�¹»º;¼ F ° E Pb° ¯a E P a�¯¦G§ �t�©µ������t�W|L� § �W��{�½D���U�N�Wµ¾µ�{����0{��G�D¿K�
�Wµ��e�q��À¦G§ �t�©µ������t�W|L���W�4�©��{�ª4�Wµ�µ�{}�
�0{��G���
¨
�DÁ
�
�4¨�ÀÂ �+�D¿K�
�=�e{}���2�W|¥� § �tµ�{}�
�Z� § �=�¶�_�W���©�4��� § �©���
· § � § ������{}�6�G® > a�¯ Oe° ¯ C �=�
¨ § �W����µ}���¢�Ã¹o{��°�P�° ¯ F ¹ > a P a�¯ C�> ����{��U��Ä8��µ}�����Z�4¿6�_�
�e{��W� C¦ �»Á_�
¨Å�W���4¿6�_�=��{����d�=|¬� § �Æµ�{}�
�Q� § �=�t�_�W�©���D�t� § ���W�
· § �¢�W{��U�e�t® > a�¯ O�° ¯ C �=�
¨Å± > a E Oe° E CYOÁ
���©��Á_��¨+{��e�G��µ}�����t�W�
¨2� § �D�+�
�©�Ã� § �t����{��U�©Ä:��µ}���¢�Z�4¿6�_�=��{�����ÀÂ �»�4¿6�_�=��{����w�=|�� § �0µ}{��
�¶� § �
� § �W�­��µ��W�¢�!¹o�=�
¨»{��U�e�D���©�4ªD���9� § � ° Ä8�
Ç�{��¬�=�­� § �0����{��U� > � ONASC{}� °.F ¹wa @BAÈ> ��µ��W�¢�YÄ8{��U���4��ªD�4�����D¿6�_�=�e{}��� C¦G§ �t�D¿K�
�=�e{}���+�=|L�W�UÉ»µ}{��
�Zª��W�¸�¢�Ã«��©{}�����4�2{��»� § �t·��4�
�D�e�Wµ�|Ê�W���¸Ë? a @MAN°Ã@MÌGF �¦ «¬�h������Ä:�W�4���e{�ª4�Wµ�µ�{}�
�4���=���Ã�_�W���Wµ�µ}�4µ¢{}|¥�W�
¨¸���
µ�Éw{}|�� § �DÉ § ���W��� § �t�e�W�q�Ã��µ}���¢�=À¦ «¬�»�
����ÄÍ���D�©�e{}ª��Wµ�µ�{}�
�4��«�{}� § ��µ}�����4�Z¹�¯��W�
¨�¹ E �W�©�)���4�©�¢�D�
¨
{�ªD�
µÎ�=�!{�|V�W�
¨��W�
µ}É¸{}|L¹�¯XÏ¹ E F�P � ´

y=m  +b

b

b

y=m  +b

y=m   +b2 3

1 1

b 1

2

3

1 2Q(x  ,y  )

1 1

x

y
y

x

P(x  ,y  )

2 2

J



' �=�Ê¡;������<Ð3U�]�]¤
�]Ñ � � F�Ò ���W¨ � � F Ò�]Ñ � ���W¨��{}� E a @ ª4��� E a F � O �N�=�9a F �©{��GaªD���
a O �©�4ª�a F �ª4���
a O ª4�©ª�a F ��©{��9a�©{�� >"P a CVF�P �©{��9a O ª4��� >�P a C[F ª4���
a O �e�W� >"P a C[FÓP �e�W�Ga��{}� > a @&J
Ò�C[F ��{}�9a O ªD��� > a @&J�Ò�CVF ª4�W�
a O �e�W� > a @RÒ�C[F �N�W�9a�©{�� >�J a CXF�J ��{}�9aZªD���
a O ªD��� >�J a CVFÔ> ªD���
a C E Pp> ��{��Ga C E
a � Ò�ÕWÖ Ò�Õ
× Ò�ÕWØ Ò�Õ�J ÒªD���
a � Ù Ø�Õ�J Ù J�Õ�J � Õ�J � P ��©{��9a � � Õ�J Ù J�Õ�J Ù Ø�Õ�J � ��=��ª4�©{��9a F ��{}�¢Ú ¯ a FH° �DÀÛ�4Àj��{}� °.F a��W�
¨ P Ò J m�°wm Ò J�W��ªDª4���_a F ª4���SÚ ¯ a F�° �4ÀÜ��Àqª4��� °�F ad�W��¨+� m�°wmkÒ�W��ªS�N�W�Ga F �N�=� Ú ¯ a F�° �4ÀÜ��Àq�N�W� °ÆF ad�=�
¨ P Ò J mp°jm Ò J*!Ý�Þ ����3K�¢���Ê�_�[587¥��ßW���Ê���¥�Ä¬à_�
�
ªS�e{}���
�G�W|�� § �Ã|Ê���©� ?�á Àâ ��«����W|LãIÇ������
�4�U���4Ë` ? áSä�å FT? á Ï ? å` ? á Ú å F ?�á? å` >�? á C å FÔ>�? å C á FT? áNå`çæÙ ?�FT? ¯�è á` ?UéGF �` ? ¯ F�? ê ��<Ð�_���&�_��  - �_��¡�3ê 365eëG¦G§ �t¨
���h�W{}�»�W|Xì > a C {��9� § �t���D�¶�W|I�Wµ}µ¾�=�Wµ��
�D�G�W|�a�|Ê���9« § {}ª § ì > a C {��G¨
�SÁ_�
�D¨�Àê 365eëG¦G§ �t�e�=�
·��t�W|Lì > a C {}�9� § �t���S�Z�=|L�Wµ}µ¢�=�Wµ}�
�4���W| °.F ì > a C À

Ø



' ���_���45:�;�
<Ð���]�������.�;5¶587��¥ßW���Ê���¥�â �D� ?j� �.�W�
¨ AZ� � À ¦ �h�W���N�W{}�w� § �t·����W� § �W|` °.F ì > a C�@M? �_� § {}|í�G� § ��·W�e�W� § �W| °.F ì > a C9? �
��{}�e�G���6«­�W�©¨�À` °.F ì > a CIPR? �
� § {�|í�G� § �t·����W� § �W| °.F ì > a CG? �
�
{��e�G¨
�]«��U«9�=��¨�À` °.F ì > a @B?KC �_� § {}|í�G� § ��·W�e�W� § �W| °.F ì > a C9? �
��{}�e�9���q� § �tµ��S|í��À` °.F ì > a PR?KC �
� § {�|í�G� § �t·����W� § �W| °.F ì > a CG? �
�
{��e�9�e�Æ� § �t��{�· § �4À` °.FTA ì > a C �_�©�����S�eª § � § �t·��e�=� § �W| °ÆF ì > a C �W�4���e{�ª4�Wµ�µ�Éw�UÉ2�Æ|��WªD�����G�W| A À` °.FÈî4ï áSðñ �
ªD���h�����4�©�¶� § �t·��e�=� § �W| °ÆF ì > a C �W�4���e{�ª4�Wµ�µ�Éj�UÉ¸��|��WªS�e���G�W| A À` °.F ì >�A a C �_ª4�W�h�
�©�4�©��� § �t·��e�=� § �=| °.F ì > a C § �W��{�½D���U�N�Wµ}µ}Éq�UÉ¸��|��WªD�����G�W| A À` °.F ì > á ñ C �_���e�©�D�eª § � § �t·����W� § �W| °.F ì > a C § ���©{�½4�W�6�e�Wµ�µ�Éj�UÉ2��|��WªS�e���G�=| A À` °.F�P ì > a C �_���Sò_�4ªS�!� § �t·��e�W� § �=| °.F ì > a C �W�������G� § �Ãa
Ä"�
Ç�{}�4À` °.F ì >"P a C �_���Sò_�4ªS�!� § �t·��e�W� § �=| °.F ì > a C �W�������G� § � ° Ä8�
Ç�{��DÀ

f(x−a)

f(x)−a

f(x+a)

f(x)+a

f(x) f(x)f(x) f(x)f(x)
bf(x)

f(−x)

f(x)/b

−f(x)

f(bx)

x

y y

x xx

y y

f(x/b)

� ��< Þ �����í���Ê���M�;5�587¥��ßW���Ê���¥�> ìqó9ô C4> a CXF ì > ô > a C�C

×



' �
��¡;3K�¢�h������3Â �N�W�
·W�4�U��µ}{��
�Æ�e���+ª4���©���»{}�)�¸µ�{}�
�q� § �=�QõW�e�W�
ª § �4�©õ�� § �jª4�
�����WÀ ¦ �+Á_�
¨b�W�Ð�4¿6�_�=��{�����=|X� § ���e�W�
·��D�6�0µ�{����Q�e�w� § �Æª4���©��� °¸F ì > a C �=�Z� § ������{}�6�0ö >�?_O ì >�?�C©CSO «¬� § ���������»÷6�
�]«ø{��e��©µ������WÀ â �D�Qù > a O ì > a C©C �¢�.�W���W� § �D�Ã�¢�W{��U�Ã���d� § �Æª4�
�����WÀ ¦G§ �q�©µ��������W|[� § �Æ���4ª4�W�U��µ�{����Æö[ù{}�Ã¹»º;¼ F ì > a CLP ì >�?�Ca Pb? ´ ¦G§ �.��µ}���¢�Æ�=|¬� § �q�e�W�
·��D�U�Qµ}{��
���=��öT{��0� § �.µ�{}�h{��e{���·q�=�Wµ}�
�Æ�W|[� § ��©µ������4�G�=|I�©�4ª��=�6�!µ�{}�
�4��ö[ùø�=�¶ùø�W�
�
�©�U�Wª § �D�Zö��_{ÍÀÛ�WÀ¹ F µ}{��¼;úGº ¹»º;¼ F µ�{}�á úGû ì > a CIP ì >�?�Ca PR?

a x

f(a)
P

Q
f(x)

x

y
y=f(x)

secant line 

tangent line 

' ��3d����<��Ê�Q�;5!�Å587��¥ßW�]�����ê 365eë)ü ��«���{��e�wµ}{��á úGû ì > a C�Føý �W�
¨d�e��É�õW� § �)µ�{��q{}���=|¬ì > a CYO �W�ZaÐ�W�
�����U�Wª § �4� ? �¾�D¿K�
�Wµ��ý õt{}|�«¬�!ª4�W�h�h�W÷=��� § �G�=�Wµ��
�D�V�W|�ì > a C �W�©�
{}���e�W�©{�µ}É�ªDµ����©����� ýk> �W�Vª4µ}�������=�V«¬�¶µ�{�÷=� C �UÉÆ�N�=÷K{}�
·a+�e�.�����©��þqª4{}�4�
µ�É»ª4µ}�����0��� ?_O �
���!���W���4¿6�_�Wµ���� ? ´ÿ¸�;��3��­¦G§ �Ã|Ê�
�
ªD��{����+ì > a C �j��Éw�W�G�j��É»�
�=���¢�t¨
�SÁ_�
�4¨��=�G� § ������{}�6� ? ´� |¬� § �.�=�Wµ��
�D�t�W|�ì > a C ¨��+�
�=�)�=�
�
�����Wª § �W�UÉ��6�
�����4�Q�W�tab�W���
���U�=ª § �4� ? ��«¬�j�e��Éd� § �=�� § �tµ�{}�h{��0µ�{}�á úGû ì > a C ¨
�K�4���
�W���YÇ�{}�©�4À

a

L

a
x x

y y

µ�{}�á úGû ì > a CVF�ý µ�{}�á úGû ì > a C���� ãê 365eë­ü �!«��©{}�e��µ}{��á úGû�� ì > a CVFTý �W�
¨j�e��Éjõ=� § �!µ�{��q{}�V�=|�ì > a C �W�­a¸�W���
���U�=ª § �4� ? |Ê���W�Ô� § �µ}�D|í�!{��¶�4¿6�_�Wµ��e� ý õw{�|L«¬��ª��W���j�W÷=�Q� § �)�=�Wµ����4�Z�=|[ì > a C �W����{}�e���W��{}µ}Éjª4µ��W���Q��� ý �UÉ+�e�W÷6{��
·qa���.�¢�t����þhªD{��D�6��µ}É»ªDµ����©�0�e� ? �W��¨¸a�µ��4�©�G� § �W� ? ´ê 365eë­ü �!«��©{}�e��µ}{��á úGû	� ì > a CVFTý �W��¨w�e��ÉhõW� § �Zµ�{��q{}�L�W|¥ì > a C �W�¬a+�W���
���U�=ª § �4� ? |Ê���W�Ô� § ��©{�· § �­{��9�D¿K�
�Wµ��e� ý õ.{}|�«¬�tª��W�2�h�W÷W�Z� § �0�=�Wµ����4�G�W|Iì > a C �W���
{��e���W��{}µ}ÉÆªDµ����©�0�e� ý �UÉw�e�W÷6{��
·Qa���.�¢�t����þhªD{��D�6��µ}É»ªDµ����©�0�e� ? �W��¨¸a�·����4�=�e�D��� § �W� ? ´




µ}{��á úGû ì > a CVFTý {}|I�W�
¨2����µ}Éw{�| µ}{��á ú�û�� ì > a CVFTýbF µ}{��á ú�û � ì > a C
µ�{}�á úGû � ì > a C[FHý ¯µ�{}�á úGû � ì > a CXFTý Eµ�{}�á úGû ì > a C���� ãM��
=ª ý ¯��FTý E

y

a

2
L

1L

f(a)

x
ê 365eë µ}{��á ú�û ì > a C[F�r �q���W���¶� § �=��� § �t�=�Wµ����4���W|Vì > a C ª��W�+�¢���h�W¨
���W����{}�e���W��{}µ}ÉhµÎ�W�©·��Ã�UÉ�e�W÷6{��
·�a�����þqªD{��4�U��µ}É2ª4µ}�����0��� ? �_�����¶�
�W���4¿6�_�=µ���� ? ´ê 365eë µ�{}�á úGû ì > a CZF PZr �q���W���0� § �=�Ã� § �Æ�=�Wµ��
�D�Ã�W|­ì > a C ª4�W�Å�¢�Æ�h�W÷W�q�W�©�
{}���e�W�©{�µ�É2µÎ�W�©·�����4·U�=��{}�W�Ã�6É»�e�W÷6{��
·Æa�����þqª4{}�4�U�eµ�É»ª4µ}�����0��� ? �
�����¶�
�W�¶�4¿6�_�Wµ���� ? ´

x

yy

x

aaµ}{��á úGû ì > a CVF�r µ�{}�á úGû ì > a CVFÓPZr¦G§ �t¨
�SÁ_�
{��e{��W�
�9|Ê���G���
�YÄ8�©{�¨
�D¨+{}��Á_�
{��e�Ãµ�{}�h{��e�¬�W���t�©{��q{�µÎ�=�4À��!�4�©���W���Ã� § ����{�ªD���
���D�4Ë

x x x x

y y y y

a a aa

µ�{}�á úGû � ì > a CVFTr µ}{��á úGû	� ì > a CVF�r µ�{}�á úGû � ì > a C[F P0r µ�{}�á úGû�� ì > a CXF�P0r
� |��=�Iµ��4�W�©�¥���
�9�=|
� § �D��� × ª4���
¨�{}�e{}���
� § ��µ}¨
�4�W� § �­µ}{��
�Va F�? {}�Iª4�Wµ�µ}�4¨Q�!���D�©�e{}ª��Wµ��W�©ÉK�q���e�=�e��=| °�F ì > a C ´

Ö



�¬��<��í�.�����h�� ���
�¢�W���t� § �=� Ì {����.ª4���
���N�W�U�!�W�
¨2� § ��µ}{��q{}���0µ�{}�á úGû ì > a C �W�
¨£µ�{��á úGû ô > a C �YÇ�{}�©�4À ¦G§ �4�� ÀQµ}{��á úGû ì > a C�@ ô > a CXF µ�{}�á úGû ì > a C�@ µ�{}�á úGû ô > a CJ ÀQµ}{��á úGû ì > a CIP ô > a CXF µ�{��á úGû ì > a CIP µ}{��á ú�û ô > a CØ ÀQµ}{��á úGû Ì ì > a CVF�Ì µ}{��á úGû ì > a C× ÀQµ}{��á úGû l ì > a C ô > a C"n�F µ}{��á úGû ì > a C Ï6µ�{}�á úGû ô > a C

 ÀQµ}{��á úGû ì > a Cô > a C F µ}{��á ú�û ì > a Cµ�{��á úGû ô > a C {}|pµ}{��á úGû ô > a C �F �Ö ÀQµ}{��á úGû l ì > a C"n��IF l�µ}{��á úGû ì > a C8n��� ÀQµ}{��á úGû��² ì > a CXF µ}{��á ú�û��² ì > a CÑ ÀQµ}{��á úGû ÌGFTÌ� ÀQµ}{��á úGû a FH?� ��ÀQµ}{��á úGû a �XFH?���W� ÀQµ}{��á úGû �Ù a F �Ù ?� |¥® > a C {}�G������µ}ÉK�
���q{Î�=µ
|Ê�
�
ªD��{���� > {ÍÀÛ�WÀV® > a CXF�?� a  @�?! Ú ¯8a  Ú ¯ ´4´�´ ? ¯"a @�? é C �K� § �D�w|Ê����=�6É Ì ��µ�{}�á ú � ® > a CXF ® >�ÌDC ´� |�® > a C {����¸�e�=��{����_�=µI|Ê�
�
ªS�e{��W� > {�À �=À»® > a CtF ?! a  @B?� Ú ¯8a  Ú ¯ ´�´4´ ? ¯"a @M? éA" a  @BA" Ú ¯"a  Ú ¯ ´�´4´ A ¯"a @BA é C �¥� § �4�Å|Ê����=�6É Ì ���
ª § � § �=�»® > a C {��h¨
�DÁ_���4¨H�=� Ì£> {�À �=À�� § ��¨
�D�
���q{��_�
�e���q{��h�
�W�w�D¿6�_�Wµ!���b���=� Ì4C �µ�{}�á ú � ® > a CXF ® >�ÌDC ´#%$ 7�3K3�&U3�����36�;�
3K<&ë � |)ì > a CÐm ô > a C£m('�> a C « § �4�pa�{��w�
�4�W� ? �0�=�
¨ µ�{��á úGû ì > a C�Fµ}{��á úGû '�> a CVFTý �
� § �D�Ðµ�{}�á úGû ô > a CXFTý À

�



� �¢�������¾7¥�í�Y¤ê 365eë Â |Ê�
�
ªS�e{}���+ì > a C {��GªD���U�e{}�K�����
�¶�=�!�Æ�K�����¢�D� ? {}|
� À[ì >�?KC {��G¨
�SÁ_�
�D¨�ÀJ À�µ}{��á úGû ì > a C �SÇ�{}�©�e�DÀØ À�µ}{��á úGû ì > a CVF ì >�?KC f(a)=L

a

y=f(x)

y

x� |Lì > a C {}�G�
�W��ª4�W�6��{��6�
�����Z�=� ? �
«¬�t�e��É+ì�{��G¨
{}��ª4�W�6��{��6�
�����!�
� ? Àê 365eë Â |Ê���
ªD��{����hì > a C {}�Xª4���U��{��6�
���
�V���q�W�.{}�6���4���W�=µ
{}|¢{}�X{}�Xª4���U��{��6�
���
�[�=�V�S���D�©É.�6�
�����4�{}�w� § �t{}�6���4���W�=µÍÀ' ��36�;��3�<Më Â µ�µK�¢�]«¬�4�4�6����µ}ÉK�
�W�h{��WµÍ���e�
�e{��W�_�WµÍ�
�SÇ������
�D�6��{Î�Wµ���µ��W·U�W��{�� § �q{�ª=���e�©{�·��������h�S�e�©{�ªW��=�
¨2{��U���D�������e�©{�·��������h�S�e�©{�ª!|Ê���
ªD��{����
�D�;�W�G«­�Dµ�µ��W�¶�Wµ}µ¢� § �4{}�¶ªD�����
{}�_�=��{����
�9�W�
¨¸ª4���q�¢�W��{}��{�������=���Ãª4�W�6��{��6�
�����¶�S���D�©É6« § �4�©��{��»� § �4{}�G¨
���h�W{�� > {ÍÀÛ�WÀL« § �D���D�W�4�¶� § �SÉ2�W���t¨
�SÁ_�
�D¨ C Àê 36�
�Ê^������í^¢3K�ê 3�)L���í�������Vë­¦G§ ��¨
�D��{}�=�=��{}�W�Ã�W|Xì > a C �=�!�Æ�¢�W{��U� ? {}�ì�* >�?KC[F µ�{��+ ú é ì >�?0@,';CIP ì >�?KC'> {}|�� § {��Gµ�{}�h{��­�YÇ�{��©���4À � �2� § {}�¶ª4�W���Ã«¬�Q����Éw� § �
�0ì > a C {��G¨�{�-¢�4���D�U�e{Î�=�
µ��t�=� ? À� |�� § ��µ}{��q{}�¬¨
�K�4���
�W�¶�SÇ�{}�©���
� § �4��ì > a C {��G�
�W�¶¨
{.-¾�D���D�6��{Î�W��µ��Ã�=� ? À C¦G§ �t¨
�D��{��W�
�e{}�W�t�W|Xì > a C {�� ì * > a CVF µ�{}�+ ú é ì > a @,';CIP ì > a C'¦G§ �Ã�e�W�
·��D�6�¶µ}{��
�0��� °ÆF ì > a C �
� >�?_O ì >�?�C©C § �W���4¿6�_�
�e{��W� °)P ì >�?KCVF ì * >�?KCD> a PR?KC Àê �0/V36��3K�¢���Ê�����Ê�¢�R�
7¥�Ê3K�� À � �
� �W��¨¸¨�{�-¢�4���D�
ª4������µ��4� > ì @ ô C * F ì * @ ô * O > ì P ô C * F ì * P ô *J À21­���
���N�W�U�!���
µ}��{��
µ}�Z�©�
µ�� >�Ì ì C * F�Ì ì * |Ê�����=�6É2ªD���
���N�W�U� ÌØ À�öX���K¨
�
ªD�¶�©�
µ�� > ì;ô C * F ì * ô @ ì�ô *× À¶ù0�
�W�e{}�4�U�¶���
µ}� 3 ì ô54 * F ì * ô P ì�ô *ô Eê 36�
�Ê^������í^�3����;5 Þ �6�)3K�h587��¥ßW���Ê���¥�> a  C * F87 a  Ú ¯ O >�ÌDC * F �
Ñ


